
Cours 10
.

1

NB : Test intermédiairejeus 19
.11 .24nur

en salles dlexo

I us votre numéro sur la liste est sur Moodle (
16 : 16 questions -

8 VF

-8 QCM

(valeurs propres)

Exemples 5 .
1

.6 (suite) (grométriquement

4) Projections /dansR)
: R-R2

rappel T
mi M d

projection
Corthogonales· droite sur d

invariante

3

R · 2 valeurs propres
⑰

⑳ m E l'espace propre= assocté à 1
En la doite "perpendiculate"

= la droite d
a d pasant par 10 ,03

=Ker(t)



↑ généralement on peut projeter le long d'un ceteur
w

projection oblige :
m

- d
⑧
-

: R=R
a·

2 valeurs propres

X =1 En = d = [m()

* =0 Eo = recty = Kerlet) .

3) cas ginéral /projecteur)
soit P : V-V liniale telle ge

Pop = P Lexample : les projections ci-dessus)
-

Con l'appelle un projecteur deV
alors les valeurs propres de p sontdo , 13

En effet , soit XER
(PEP)

une val. propre de P



dois Ivz Va Gor] t Pr= Au

↳ P
P(Pv) = P(Xv)

S
L

Par = 1 Pv

(p2=p
Pr = A Por

& e
eat . propre assoctià X

Av = Iv
&

( 13v = 0
6)vo

X X = 0
* (A -1) =0 0 AzGo , 13

Cost castsme
: vritiez que P= /costsing sinte &

Satisfalt P2P



6) S : -R2 synitile Corthogonale)
por rapport à une dolte d

·
(i)

<passantpar l'origine]

2 valeurs propres :

↳ · ~a- A = 1
S(ij)

b En = d
S()=-

X = - 1
Rem- SoS = Id

pr E = rectgit)

& Id our i est un acteur

orthogonal ad
-----

7) Plus général si S : V-V eindre

verifient S = Id, Con appelle cela
we symetule)

alors si X est val propre de S
----

alors*e G113

en effet si SV = AV alors SvS(Av)
Seindre



or SEd-

donc V = SYV) = 1SN) = 12

=>( 1) = 0
6) o to ( vecteur propre)

= X=1 de 31}

6 IdV-V est we symetile
et sa seule val . propre est 1.

I -Id : V =V a pour seale val propre
N+-v -1

.

8) Soit D :In -> Pr (EN
p(t) it p'(t) = D(p)

n& 1

(D est linéaire -> Analyse 1)

Im IDi = ? = Pn-1

Rer(D) =4 = Eo = (p(tEPn1p() =0]
= SceR] = pol . constants ·



etilly a pas d'autres val-prop.

car p'(t) = Xp(t) VER

Caec XER)

5) 770 on aurait égalité entre pol. de degré
auffert.

Rem L .
Euler
- V =D(R) = espace

des fonctions
D : V =V dérirables

- D(f)= f'Lt)

alors Dlet) = et

et donc 121 est val. propre de D

2tD(et) = 2e
donc 2 est aussi val propre .

i

↓ MER est val propre deD .

9) V = Maxn(R)
et T : Maxn(R) -> MumIR) linéaire

---

A ↳ AT



que sont les valeurs propres de i ?

En fait ToT = IdMnIR) ((ATJ= A)

et donc T est une syrrétrie
=> seuls val . propres possibles X =11

El = YAEMaxn[R) / AT = A 3 = espace desmatrices

symétriques

(2) : (5) = (*) Fibonacci)

dine /Ez) = dimn/matrices *2 & = 3 (Isymétriques

E-1= GA-Maxn(R) / AT =-A] = espace des
matrices

antinsymétrique

(e : (i) = (i) = - (i)))
dim (E 1) = 1 Fin ex . 5

.
1 .6
-

&? Comment trouver les val propres deT ?



55 .2 Polyröne varaderistige

Déf. 5 .2 . 1 : Soit T : VzV linéaire

et B = (b ,j bn) base ordonnée de V

Posons A = [TJBB , alors on définit le
polynôme caractéristique de T

,
comme

&(t) = det /A-tIn)

Pour Ac Muxn(R) , on pose

& (t) = det (A-tFn)

③
tevariable

Rem 5.2.
2 : Si C est me autre base de V

et B = [+]
ge

alors

det (A) = det(B) Morale : le choix de
Labase

et Ca(t) = <(t)
ne chage pas
Le polynômecaracti



Théorème 5 .

2
.3 /Poli caract & vali propres)

soit T : VeV ein
. B b

.

o
.

deV (dimV= n)
-

et A = [T]
BB

· Alors

1) Pour AER on a l'equivalence :

* est valeur propre de T /de A)

# A est vacine du poly. crach . ((t)
----

Izro) (CA()

2) <(t) = det/A-tIn) est un polynôme

de degré n = dimV

plus predsément :

G(t) = () = (-1)" (E + an-1 t
*
+... +c ,

++2)

avec Co = ( 13 det (A)

(n-1 = -Tr(A)

p



3) T possède au maximum n valeurs propres
(distinctes réelles)

Notation : Spc(T) =Spa(A)m

= le spectre (riel) de T (de A)

= l'ensemble de toutes les
valeurs propres réelles de A

4) Spc(A) = Spc(AT)
doncA et AT ont mères valeurs propres

↓ mais pas forcément les mènes espaces propres

: A = (8) At= (98)
spc(A) =Spc(AT) = 303

E = Ker(A)= Vectd())

EA = Ker(AT) =Vecth(i))



3) Soit XESpc(A) = SpeCT)

Cet donc Ca(x) =0)
On a ge le polynome (t-A) divise Cq(t)
et on appelle la multiplicité (algébrique) deX

est le plus grand entier m, EN
my

t
.9 (q(t) = (t- X) g(t)
où glt) est un polynôme/de degré n-my)
tel ge g(1) 70

Propriété de my :

1 dim /Ex) 1 My 1 N =dim V

T
car dim(Ex) to( car Ex (0) &
cad la multiplicité algébrique de A est supérienc ou

gall

à La dimension de l'espace propre associé à 1
↓

laka la multiplicité géonétrige dex)



[EinTh5 .23)
Exemples 5 .2.4

1) T : V = V dimV = 2 B= (b1 ,br)
lireave

A = [T]BB =(*)

q(t)=2q(t) = det (A - tiz)
= de (a) - (5)) = det (att)
=> (a - t) (d- t) - b2

= th-la+d) t +ad-bc

2a(t)= t2- Tr(A)t + deb(A) .

5 -2 6 -

2) A = IO 3 -8 & (S & 5
00 01

⑤ 2 6 -

8 Et s ⑧

[n(t) = det /A-tiy) = det I O ·G 4 S
propriété 000 ⑰t2
du deb = (5-t)3(3-t)(1- t)



The 1
,
3 valeurs

= Spc(A) = (1 ,
3
,53 propres

"simples"
5 val-propre

Rem : si on développe on trouve
"double"

<Alt) = -
*
- 14t+ 60t-Bot +75

↑
fortement diconseille .


